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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Produktionsprobleme

N verschiedene Produkte x4, xs,..., Xy ...

— ...werden aus m Rohstoffen hergestellt.

Die Herstellung von Produkt x; verbraucht ¢; Einheiten von Rohstoff .
— Die Menge jedes Rohstoffes j ist mit b; beschrankt.

— Jedes Produkt i erzielt z; Gewinn.

= Optimiere die Produktion so, dass der Gewinn maximiert wird.

Hinweis: Viele Varianten existieren fir diese Art von Problem. In anderen

Versionen werden Rohstoffe als unbegrenzt angesehen aber dafir ist die

Produktionszeit limitiert, etc. Der Fantasie werden lediglich mathematische
Grenzen gesetzt.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Rohstoffverbrauch Gewinn z
Hopfen Malz Hefe
Ale x4 2 1 1 3
Lager xo 1 2 1 2
Max. Vorhanden b | 20 20 12|
Wir erhalten ein (Un-)Gleichungssystem aus den Spalten:
— Hopfen 2x1 + 1x, < 20
— Malz 1x1 + 2x, < 20 = Maximiere Gewinn 3x4 + 2x»

— Hefe 1x4 +1x, < 1

Zudem nehmen wir an, dass keine negativen Biere gebraut werden kénnen.
Also x1,x2 > 0
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Optimierungsalgorithmen

Problemstellung: Optimierung

Lésungsmenge X, Bewertungsfunktion f : X — R.
Finde globales Minimum (oder Maximum) von f

Die Natur von X bestimmt welche Methoden wir nutzen kdénnen:

— diskret vs. stetig
— endlich vs. unendlich dimensional
statisch vs. dynamisch

Constraints (Positivitat, Energieerhaltung, Wegpunkte, Produktionsziele,
Kollisionsvermeidung, ...)

Bioinformatik, Institut fur Informatik, Universitat Leipzig



—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Bewertungsfunktion

Auch die Bewertungsfunktion beeinflusst unsere Méglichkeiten:

linear, polynomisch, exponentiell, ...
— differenzierbar?
— convex?

Es gibt zahlreiche Familien von Methoden die (fast) alle Kombinationen abdecken:
Linear programming, Quadratic programming, Fractional programming, Constraint
satisfaction, Stochastiche Optimierung, ...

Wir wollen uns hier Lineare Programmierung etwas genauer anschauen.
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Linearitat

Lineare Funktion

Jede Lineare Funktion f folgt der Form f(x4, X2, ..., Xn) = C1X1+CoX2+. ..+ CnXn
mit Variablen x4, x», . . ., X, und Konstanten ¢q, co, ..., cp.

Lineare Ungleichung

Lineare Ungleichungen folgen der Form f(x4,X2,...,X5) < b oder
f(x1,X2,...,Xn) > b mit linearer Funktion f(-) und Konstante b.

Lineare Gleichung

Eine Lineare Gleichung folgt der Form f(x4, Xo, ..., X,) = b mit linearer Funktion
f(-) und Konstante b.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Linearitat

In der Vorlesung nehmen wir zumeist an, dass x;, ¢; € R.
In vielen praktischen Anwendungen ist es nutzlich das Problem auf ganzzahlige
Variablen zu beschranken, also x; € N.

f(x1,X2) =3x1 + X2/ f(X1,%X2) = X1 - X2 X f(X1,X2)=X1+3\/X_2X
22X1 + 3x2 > 2/ 21+ 3xp < =2/ 2X1+2 <Xy /
X1+2X§24X X1+2< /X2 X 21+ xo =5 X
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Vektordarstellung

Wir kdnnen Variablen und Konstanten auch als Vektoren darstellen, also
x,c € R" bzw. x € N,

X1 Cq X1
xi= |2 ci= 2] fx)=cTx = [c1 ¢ ... ¢ X2
Xn Cn XI’I

X1 3 X1
x:= x| c:=|2]:cTx=[3 2 ]] [x2| =3%1+2X+ 3X3
X3 3 X3
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

(Integer) Lineare Programmierung

Definition
Ein Lineares Programm definiert ein Optimierungsproblem wie folgt:
— Entscheidungsvariablen (decision variables) xq,Xo,...Xp € R

— eine lineare Optimierungsfunktion f(x4, X2, . . ., Xp) basierend auf den
Entscheidungsvariablen wird minimiert (oder maximiert)

— Entscheidungsvariablen sind durch Lineare Ungleichungen oder Gleichungen
beschrénkt (constraints)

— Entscheidungsvariablen kdnnen nicht-negativ (x; > 0) oder unbeschrankt
(ubs.) sein

Hinweis: Gilt x4, Xo, ... X, € N* sprechen wir von Integer Linear Programming
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Lineares Bier

Nochmal zurlick zu Bierbrauen. Wir schreiben das dazugehérige Lineare Pro-

gramm wie folgt:
max  3Xq + 2Xo
X1 ,X2
st 2x1 +1x2 <20
1x1 + 2x2 < 20
1x1 +1x, < 12
Xq1,Xo >0

Rochstoffverbrauch

Hopfen Malz Hefe i
Ale x 2 1 1 3
Lager x; 1 2 1 2

Max. Vorhanden | 20

20

12
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Implikationen |

Proportionalitdt und Additivitat

Lineare Optimierungsfunktion:

— Entscheidungsvariablen sind unabhangig voneinander
— ihr Beitrag ist proportional zu ihrem Koeffizienten

Lineare (Un-)Gleichungen:

Beitrag von Entscheidungsvariablen ist jeweils proportional zu ihrem
Koeffizienten

Koeffizienten kdnnen aber flr jede (Un-)Gleichung variieren
dieser Koeffizient ist unabhangig des Wertes der Entscheidungsvariablen
ausschlieBlich lineare Abhangigkeiten zwischen Entscheidungsvariablen
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Implikationen 2

Zerteilbarkeit

Wir gehen davon aus, dass Ldsungen aus beliebigen fraktionalen Teilen korrekt
sind. In unserem Beispiel gehen wir also davon aus, dass nicht nur ganze Biere
verkauft werden kdnnen.

Korrektheit

Die Lésung der Optimierung ist nur korrekt und entspricht der reellen Anwendung,
wenn alle Parameter korrekt bestimmt werden kbnnen. Schwanken zum Beispiel
die Rohstoffpreise oder andert sich die Rezeptur je nach Qualitat der Rohstoffe, ist
die Lésung nicht allgemeingiiltig.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Ebene, Hyperebene, Halbraum

Definition
Die Euklidische Ebene R” ist das Set aller moglichen n-Tupel reeller Zahlen:

]Rn = {(X1,X2,...,Xn)|XiER}

Unser Beispiel ist in R?, da wir 2 Entscheidungsvariablen haben.
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Ebene, Hyperebene, Halbraum

Definition
Ein Halbraum in R” ist das Set aller n-Tupel in R” fir die eine Lineare Unglei-
chung (mit nicht-leeren Koeffizienten) gilt.

Definition

Ein Hyperebene in R” ist das Set aller n-Tupel in R” fir die eine Lineare Glei-
chung (mit nicht-leeren Koeffizienten) erfillt ist.

@ In welcher Relation stehen diese Definitionen zu Linearen Programmen?
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Ebene, Hyperebene, Halbraum

Ebene R? Hyperebene R Halbraum c R2
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |
Definition: Konvexitat
Eine Teilmenge K C R" ist konvex wenn K leer oder ein einzelner Punkt ist, oder
falls fir jedes Paar p,q € K gilt, dass jeder Punkt in der Gerade von p nach q
ebenfalls in K liegt.

Konvex

QD000

Nicht-Konvex

e L8R




—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Mal wieder Bier:
Beobachtungen:

— Sind K4, Ko, ..., K, konvex, 201 Hopfen
dann ist auch
K:=KiNKyN...NK;, konvex.

— Ein Halbraum in R" ist konvex.
— Eine Hyperebene in R” ist

- Hefle
konvex. 1]
= die Schranken von Linearen S0
Programmen definieren eine 8
konvexe Menge 61

~"Hopfen: 2x; + 13 < 20

— Malz: 1x1 +2x, < 20 Malz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

— Hefe: 1x4 + 1x; < 12 Ale

— X1,X2 2 0
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Definition

Die Menge der Punkte die alle Schranken eines Linearen Programms erflllen
wird als zulédssiger Bereich, die Menge Zulédssiger Lésungen, oder auch als L6-
sungenraum bezeichnet. Sie ergibt such aus der Schnittmenge der Halbraume
bzw. Hyperebenen.

Weitere Beobachtungen:
— der Lésungsraum jedes Linearen Programms ist konvex
— Geometrisch bilden die zulassigen Lésungen genauer ein konvexes Polytop

Definition

Die optimale Lésung des Linearen Programmes ist das Element der Menge Zu-
ldssiger Lésungen, mit dem kleinsten (respektive groRten) Funktionswert der Op-
timierungsfunktion.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

| Hopfen

\
¥7(2,2) Gewinn
\
\

.

Malz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale

X4 =2und x, = 2:
2:.24+1.2=5<20 V/

1.24+2.2=5<20 /
1-24+1.2=4<12 /
2>0 v/

2>0 /
Gewinn3-2+2-2=10

Anmerkung:

Die gestrichelte Linie zeigt 3x1 + 2x, = 10.
Die Richtung der Optimierung steht orthogo-
nal dazu.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen

X1 =4 und x, = 6:
2:44+1.6=14<20 /

1-44+2.6=16<20 7/
1-4+1.6=10<12 v/
4>0 v/

6>0 v
Gewinn3-4+2.6=24

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Anmerkung I:
Der Lésungenraum kann eine leere
Menge sein.

Das Lineare Programm hat dann
keine Losung!
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Anmerkung II:
Der Lésungenraum muss keine
Beschrankte Menge definieren.

In diesem Fall kann die optimale
Ldsung unendlich sein.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Anmerkung lll:

Ist der Losungenraum (in Richtung
der Optimierungsfunktion)
beschrankt, existiert genau 1
optimale Lésung.

diese muss aber kein Punkt sein,
sondern kann eine konvexe Menge
sein
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |
Definition: Ecke

Ein Element x € K eines konvexen Sets K wird als Ecke (corner point) bezeich-
net, wenn Ay # 0, so dass x + y € K und x — y € K. Mit anderen Worten, es
existiert keine Gerade in K, fir die x kein Endpunkt, sondern ein innenliegender
Punkt, ist.

P4

D3 P2

P41, P2, P3, P4 Und ps sind Ecken. q ist jedoch keine Ecke.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Eckpunkt-Theorem (Corner Point Theorem)

Gegeben ein lineares Programm mit der Menge zulédssiger Lésungen K, dann:
— Ist K beschrankt, existiert eine optimale Losungen und sie liegt auf einer Ecke.

— Ist K nicht beschrankt, muss keine (endliche) Losung existieren. Falls sie
existiert liegt sie auf einer Ecke.

Ecken < Mdgliche Lésungen

Wir missen “nur noch” alle Ecken bestimmen und berechnen.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen

X1 = 0und x, = 10:
2:0+1-10=10<20

1-0+2-10=20<20
1-0+1-10=10<12
4>0

6>0
Gewinn3-0+2-10=20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen

X1 =4 und x, = 8:
2:44+1-8=16<20

1-44+2.8=20<20
1-44+1.8=12<12
4>0

6>0
Gewinn3-4+2.8=28

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen

X1 =8und x, = 4:
2:-84+1-4=20<20

1-8+2-4=16<20
1-8+1-4=12<12
4>0

6>0
Gewinn3-8+2.-4 =32
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen
18
; (BRI
i X1 =10 und x, = 0:
2.10+1-0=20< 20
g 1.1042-0=10 < 20
S0 1.10+1-0=10< 12
8 4>0
° 6>0

Gewinn3-10+2-0=30

0,0) Gewinn 30 Malz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale

Bioinformatik, Institut fir Informatik, Universitat Leipzig 29



—— ADS Il | Lineare Programmierung |

204 Hopfen

(0,0) Gewinn 0 Malz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ale

X1 =0und x, = 0:
2:0+1-0=20<20

1-0+2.-0=10<20
1-0+1.-0=10<12
4>0

6>0
Gewinn3-0+2-0=0
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Standardform

Wie effizient ist dieser Ansatz? Fur die Antwort Uberfihren wir das lineare
Programm in ein lineares Gleichungssystem!

Definition

Ein Lineares Programm ist in Standardform, wenn

— Alle rechtsseitigen Konstanten (b in unserer Definition) nicht-negativ sind.
— Alle Entscheidungsvariablen (x4, X2, . . . X,) nicht-negativ sind.

— Keine Ungleichungen, sondern nur Gleichungen als Schranken existieren.

Jedes Lineare Programm kann in Standardform liberfiihrt werden.
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Algorithmus: Uberfiihrung in Standardform
Fur jede (Un-)Gleichung:
— Ist die rechtsseitige Konstante negativ, multipliziere beide Seiten mit —1.
Beachte: < wird dabei zu > und anders herum.
— Um Ungleichungen in Gleichungen umzuwanden, muss die fehlende
“‘Dimension” durch neue Variablen ausgeglichen werden.
- f(-) < bund b > 0: Fuge eine Slack-Variable s an, sodass f(:-) +s=b,5s >0
- f(-) > bund b > 0: Fuge eine Surplus-Variable e an, sodass f(-) —e=b,e >0
— Unbeschrankte Entscheidungsvariablen x;, die auch negative Werte haben
kénnen, werden durch zwei nicht-negative Variablen ersetzt:
- Xj1,Xi2 > 0.
- substituiere x; = x4 — Xj»
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Erst ein komplexeres Beispiel:

max  Xq + 2Xo
X1,X2 s Ta))(( . X1 + 2Xo1 — 2Xo9
S.t. 2X1 + 3X2 = 10 17S17t27 2;7 22+ 3 3 10
3x1 —4dxp < -2 1 21 22

—3X1 +4x01 — 4Xop — S1=2

6x1 — 3xp < 8 =
6x1 — 3X21 + 3X20 + $,=8
X1 Z 0
X1,81,82,X21, X220 > 0
Xo ubs

X1 —dxy < —2 155 _3x, +4xp > 2 S 3xq 4 dxy — Sq = 2

BX1 — 3% < 8 25 6x1 — 3Xp - Sp = 8
Substituiere xo = x21 — X2

Bioinformatik, Institut fir Informatik, Universitat Leipzig 33



—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Das Bier Beispiel ist etwas simpler:

911 ggz( 3+ 2% X1 ,Xsz‘?,)ézyss 3+ 2%
st. 2xq1 +1x2 <20 s.t. 2x1 + 1x +51=20
1x1 + 2x5 < 20 . 1x1 + 2x2 + $,=20

1x1 +1xp < 12 1X1 + 1x2 + 53=12
X1,X2 >0 X1,X2,81,52,83 >0

2%1 + 1%y < 20 =5 2x4 + 1xp + 1 = 20
1X1 + 2X5 < 20 =2 1xq1 + 2X5 + Sp = 20

1X1 + 1% < 12 25 1% + 1xp + S3 = 12
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Matrixdarstellung

Ein Lineares Programm mit m
Gleichungen und n Variablen in
Standardform

min / max C1X1+ CoXo + ...+ CpnXp
s.t. ay1xq +aqeXo + ...+ aipXn = by
ax1Xq + a@xpXp + ...+ axpXn = bz

amiX1 + a@maX2 + ... + @mnXn = bm
X1,X2,...,Xp >0

hat die Matrix Form

max {c"x : Ax=b, x > 0}

aqr a2 ... ain

A— dpq1 dz2 ... Aap

am1 @m2 ... amn
X1 C1q b1
=2 c= || b= b2
Xn Cn bm
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Bier-Matrix
X4
X2
max 3x; + 2% max [3 2 00 0]- S1
X1,X2,51,52,53 S2
st. 2x1+1x0 +81 =20 S3
1X1+2X2+32=20
X1
Txq + 1% + 83 = 12 2 110 0] |x| [20
X1,X2,81,52,83 >0 12 0 1 0f-|s| =120
110 0 1 Sy 12
S3
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Effiziente Algorithmen

@ Wann hat ein lineares Gleichungssystem eine Lésung?

— exakte Antwort flihrt zu weit fir diese Vorlesung (— Lineare Algebra)

— grob wenn: # linear unabhangiger Gleichungen < # Variablen

— wir gehen davon aus, dass alle Schranken linear unabhangig sind (ansonsten
koénnen betroffene Schranken entfernt werden)

= wir nehmen daher an n > m (Erinnerung: m Gleichungen und n Variablen)

Es gibt immer noch (/) = m Ecken die getestet werden mussen..
Simplex Algorithmus: Wahle eine Lésung (Ecke), wandere entlang der
Kanten des Lésungsraums zur je besten lokalen Losung (Ecken) und

verbessere so schrittweise die globale Ldsung.
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Initiale Losung

Definition
Eine Initiale Losung wird erzeugt, in dem n—m Variablen (Nicht-Basis-Variablen

NBV) auf 0 gesetzt werden. Die restlichen m Variablen (Basis Variablen BV) wer-
den durch das Gleichungssystem eindeutig bestimmt.

Werte der Basis Variablen BV kdnnen z.B. Uber das gauf3sche
Eliminationsverfahren bestimmt werden

nicht jede Wahl der Nicht-Basis-Variablen NBV hat eine zuldssige Losung

d.h. Lésungen haben negative Variablen

Aber wenn eine zuldssige Losung existiert ist diese eine Ecke!
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Zulassige Initiale Losung

Definition
Eine Initiale Losung wird zuldssig, wenn alle BV nicht-negativ sind,
alsovx € BV : x > 0.

NBV | BVs | Initiale Lésung zulassig
3X1+X2 =3 X1 X2, X3 | X1 =0,%=3,x3=5 |/
X2—2X3 =2 X2 X1,X3 X1=1,X2=0,X3=—1 X
X3 X1, X2 X1=%,X2=2,X3=0 v

@ Wie kénnen wir die NBV effizient wiahlen?
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Beobachtungen:
pro Zeile/Schranke muss eine BV eindeutig bestimmt werden

ahnliche zur Stufenform bei gauf3scher Elimination

Slack Variablen kommen nur in einer Gleichung vor

und kénnen nur nicht-negative besetzt werden wenn alle originalen Variablen
NBV sind
hat das LP nur Ungleichungen mit <:

= jede Gleichung hat eine Slack Variable in Standardform

= jede Slack Variable wird BV, alle originalen Variablen in NBV

= mBVsund n— mNBVs

= eine zulassige Initiale Losung ist garantiert

fur alle anderen Falle wird es komplizierter...
— auch Slack Variablen sind dann nicht sicher
= Sets von NBVs testen bis eine zulassige Losung gefunden wurde
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—— ADS Il | Lineare Programmierung |

n=5m=3=n—m=5-3=2NBVs

fiir unser Bier Beispiel NBVs | BVs Initiale Losung Zul. | z

X1, X2 S$1,82,83 S1=20,82:20,S3=12 v 0

S1,S2 | Ss, X1, X2 | Xt = 2 Xy =2, S3=—3 X -
max Z =3x1 + 2x2 $2,83 | S1,X1,X2 | X1 =4,x2=8,81=4 4 28
X1:%2,51,52,53 S1, S3 S2, X1, X2 X1 = 8,X2 = 4,82 =4 v 32

s.t. 2xq + 1x2+81 =20 X1, 81 X2,S2,83 | Xo =20,8, = —-20,53 =-8 | X =
1% + 2X%+ S —20 | X1,82 | X2,81,83 | X2 =10,81 = 10,83 =2 v 20

1X1+1X2+ 3 —12 X1, 83 X2, 81, S2 X2:12,S1:8,82:—4 X -
X2, 81 X1,82,S3 X4 :10,82210,8322 Ve 30

X2, S2 X1, 81, S3 X1 = 20,81 = —20, S3 = -8 X =

X2, S3 X1, 81, S2 X1:12,S1:—4782:8 X -

Die Wahl aller Slack Variablen s, so, s3 fuhrt trivial zur einer initialen zulassigen Losung,
wenn auch einer schlechten.
Andere Belegungen liefern uns alle anderen Ecken des Polytops.
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Simplex Tableau

Definition

Ein Lineares Programm in Standardform kann Uber seine Matrix-Darstellung auch
1 —@f 0]

als Tableau dargestellt werden: [O A b

Das Tableau macht die Berechnung etwas anschaulicher.

Transformation fiir eine initiale zulassige Lésung.

Schritt 1: [1 —cf —c5 O
— cp der Vektor der Koeffizienten der BVs 0 D I b
— cy der Vektor der Koeffizienten der NBVs
— | Einheitsmatrix
— [DI], durch Zeilenaddition erzeugte Partition von A

Hinweis: Spalten und Zeilen
kénnen frei getauscht wer-
den



—— ADS Il | Lineare Programmierung |

Schritt 2:
Eliminiere cg durch Zeilenaddition!
=T
B ;N (l) Z:] ¢f, und z, Ergebnis der Zeilenaddition

Z | X4 X2 S1 S S| b
Xm1§(>2< Z = 3x1 + 2x2 17-3 -2|0 0 0|0
’ 0[2 1 1 0 0 |20
s.t.  2xq + 1xo+S1 =20 011 2 0O 1 0 |20
IX1+2x+ s2 =20 o/1 1 |0 0 1|12
1x1 + 1%+ s3 =12 NBVs: x4, xo; BVs: s1, S5, S3

Eine initiale zulassige Lésung aus Slack Variablen istimmer bereits in der richtigen Form.

Jetzt kann der Simplex Algorithmus angewendet werden!
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—— ADSIII | Lineare Programmierung |

Simplex Algorithmus

Definition
In einem Linearen Programm mit m Gleichungen sind zwei zuldssige L6sung benachbatrt,
wenn die Sets der zugehorigen BVs m — 1 Variablen gemeinsam haben.

Geometrisch Interpretiert:
— jede zulassige Losung entspricht einer Ecke
— benachbarte Ldsung teilen eine Kante des Polytops

Algorithmus: Simplex Idee

— bestimme eine zulassige initiale Lésung
— bis Lésung optimal:
- fir jedes Paar x € BV und y € NBV
* bestimme Verbesserung der Lésung bei Tausch von x und y, also
) BV:=BV%{X} U {y} und NBV:=NBV\{y} U {x}
- fuhre besten Tausch aus
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Simplex Algorithmus

1. Konvertiere LP in Tableau-Form
2. Bestimme eine zulassige initiale Losung. Transformiere Tableau entsprechend.

3. gilt ¢; > 0 (Maximierung) / ¢; < 0 (Minimierung) fur alle ¢; € ¢ = Optimale Lésung gefunden
sonst: wahle kleinstes / groltes ¢;

4. finde Zeile k mit a5, > 0 und kleinstem Quotienten ;’—2
5. durch Zeilenaddition von Reihe k mit allen Reihen
- eliminiere ¢;
- eliminiere &;; Vj # k (fur alle Zeilen auler k)
- erzeuge g; = 1
6. Gehe zu Schritt 3

Anmerkungen: in Schritt 5 tauscht Variable i von NBV zu BV und Variable k von
BV zu NBV
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NBVs: x4, x; BVs: sq, S5, S3

Reihe | BV z X1 X2 S S S3 b Bk/ék;
Z 1 -3 -2 0 0 0 0 Z=Z+ 3 |
= 2
T R T -
| So 0 1 2 0 1 0 20 21—0 =20
] S3 0 1 1 0 0 1 12 11—2 =12
Reihe | BV || z X1 X2 S S, S3 |b bi [,

] ) 0 1 2 0 1 0 20
i S3 0 1 1 0 0 1 12

(wir transformieren x4 schrittweise zu (0, 1,0, 0)" mittels Zeilenaddition zu I)
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Reihe | BV || z X1 X» S S, s3 |b bi [y,

(Optional: ordne Spalten um wieder [D/] Form zu erhalten)
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NBVs: xo, s; BVs: x4, S, S3
Reihe | BV || z X S1 | X1 s» s3 |b by /a4
z 1 |-3 2 |o o0 0 |30
| x« |0 |3 3 |1 0 0 |10 ||{2=20
I s |0 |[§ 3]0 1 0 |10 3=2%
[ % —4
Reihe | BV || z X S1 X4 S» S3 |b bi /3
Z 1 0 1 0 0 1 32
= || X1 0 0 1 1 0 -1 18
I S2 0 0 1 0 1 -3 |4
Il Xo 0 1 -1 0 0 2 4

Z=Z+1
I=1-11
=1-31l
=21
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Reihe | BV z S3 S1q X1 So X2 b Bk/ék,-
Z 1 1 1 0 0 0 32

I X1 0 -1 1 1 0 0 8

Il S7 0 -3 1 0 1 0 4

1] X2 0 2 -1 10 0 1 4

Alle Variablen in Z sind nicht-negativ. Die Optimale Losung ist erreicht.
Losung:

— BVs:x1=8,s,=4,x,=4

— NBVs:s; =0,s3=0

— Optimaler Gewinn z = 32
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204 Hopfen

18

16

12 Hefl,

Lager
7

A\
\

Malz

10
Ale

12

14

16

18

20
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Dual eines Linearen Programms

Definition

Jedes Lineare Programm definiert ein duales Lineares Programm wie folgt:
— jede Variable definiert eine Schranke im Dual

— jede Schranke definiert eine Variable im Dual

— die Optimierungsfunktion wird invertiert (Max < Min)

Das originale Problem wird in diesem Zusammenhang als primales Problem
bezeichnet.

In Matrix-Standardform:
Primal max {¢"x : Ax < b, x >0} <> Dual min {b"y : ATy > ¢, y >0}
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Schranke Variable
> & <0
— Koeffizienten: Spalte < Reihe = < Ebo
. = = ubs.
— Variablen/Schranken: folge Tabelle Variable Schranke
<0 & <
>0 & >
ubs. & =
max Z = 4x1—1xo + 2x3 min W =5y + 7ys+ 6ys + 4y,
X1,X2,X3 Y1:Y2,Y3.Ya
st 1x1 +1x2 < 5 st 1yr +2y +1ya > 4
2% +1xz < 7 = yr +ly2 +2y3 = —1
2X2 + X3 > 6 Y3 + Va = 2
1x4 + X3 = 4 V1,Y2> 0
x1> 0 y3< 0
X2, X3 Ubs y4 ubs.

Primal max {c"x : Ax<b, x >0} < Dual min {b"y : ATy>c, y > 0}
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Zusammenhang Primal und Dual

Theorem: Schwache Dualitat

Sei x eine zuladssige Losung des Primals und y eine zuldssige Lésung des Duals, dann

gilt:
c’x <yTAx <bT

Theorem: Starke Dualitat

Hat das Primal oder das Dual eine endliche optimale Lésung, hat das jeweilig ande-
re Problem auch eine endliche optimale Lésung und die Lésungen sind identisch, also
c’x=nb"y.

Primal Optimal & Dual Optimal
Primal Unbeschrédnkt = Dual hat keine Lésung
Dual Unbeschrankt = Primal hat keine Ldsung
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Warum interessiert uns das Dual? Rohstoffkosten

Das Dual bietet uns eine wirtschaftliche Interpretation des Gewinns wenn wir nur
die Rohstoffe unverandert weiter verkaufen.

max  3Xq + 2Xo
X1,X2

s.t. 2x1+1x, <20
1x1 + 2x, < 20
1x1 +1x <12

X1,X2 >0

(x produzierte Einheiten)
Maximiere Gewinn durch Produktion

i 20 20 12
Y1r7TJ]/£r7]Y3 it Y2+ Y3

st 2y1+y2+ys>3
Yi+2¥2+Yy3>2
Y1,Y2,¥3 >0

(y Preis pro Einheit Rohstoff)

Minimiere Preis fiir Rohstoffe bei
gleichem Gewinn
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Warum interessiert uns das Dual? Flusse!

Erinnerung Flusse:
— Graph G = (V, E), mit Flussnetzwerk F = (G, c, s, f)
— Konservierung: Bis auf Quelle s und Senke t muss der Zufluss in jedem
Knoten gleich dem Abfluss sein
— Zulassigkeit. Der Fluss entlang jeder Kante Uberschreitet die vorgegebene
Kapazitatsgrenze ¢ nicht

Finde den Maximalen Fluss Uber Lineares Programm:
max Z fsj
feRiEl | Loy
s.t. fi > 0,f; < ¢j v(i,j) € E

Y fiu= Y fiy VkeV\{st}

(i,k)eE (kj)eE
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Min Cut Max Flow Dual

Bestimme nun das Dual...

max
fERIEI

> 1y
(sy)EE
st.  f;>0,fj<c; V(i,j)eE
Z fr = Z fii VkeV\{st}

(i,k)eE (kj)eE

(f Fluss)
Maximaler Fluss

Z bjici

(ij)eE
—x;>0
b>0
Xs = 1

min
beRIEl xeRIVI

st b+ X v(i,j) € E

Xt:O

(b Kanten im Cut, x zu welchem Set
gehort der Knoten)
Minimaler Schnitt
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